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Objecitifs

« Dans ce Chapitre, on va:
— Rappeler I'expression du potentiel harmonique
— Ecrire et résoudre I'equation du mouvement

« Puis on va appliguer ces équations a quelgues systemes déja
étudiés :
— Masse fixée a un ressort
— Pendule oscillant
— Particule dans un potentiel de Lennard-Jones

* Enfin, on présentera des
— Changements de variables trigonométriques



1.1. Mouvement harmonigque
Définition
On parle de mouvement harmonique pour un systeme qui évolue

dans un potentiel parabolique, N=

1 P
de laforme: E, = - Ax?

Ou A est une constante positive
(la dimension de la constante A est :
[A] = [E.]/ [x7] = )

On traitera seulement le cas
unidimensionnel, ou x = x(t) est

I'unique variable d’espace.

=l



e Forces

» La force qui dérive de ce potentiel s’écrit: ' = — (ddEX ) u=-Axu

« Comme toute force conservative, cette force tend a ramener le

systeme vers le minimum du puits de potentiel :
E
A

P

-Six<0Qalors —Ax>0etla
force est suivant u

-Six>0alors —Ax<O0Qetla
force est suivant —

« Dans les exemples qui suivront, le
poids du systeme n’interviendra pas
(il sera soit négligeable, soit sera
compenseé par la réaction du support)




Equation géenerale LE
Appliquons la Relation Fondamentale
de la Dynamique a ce systeme :

= —AxU=ma

- ou m est la masse du systeme,

- et a est son accélération.

Autrement dit, on peut écrire : —Axu=mXu
d2x(t)
dt?

ou X = ( ) est I'accélération du systéme (X peut étre 2 0 ou < 0).

En projetant sur 'axe Ox, on obtient : | X(t) +% x(t) =0 [1]




X(t) + (A/m) x(t) = 0 est une eguation différentielle du second
ordre, a coefficients constants et sans second membre.

On va résoudre cette équation et on appliguera ensuite la solution
a guelques mouvements harmoniques.

Résolution mathematique

On cherche une fonction x(t) dont la dérivée seconde est égale a
la fonction x(t) elle-méme, multipliée par une constante négative :

X(t) = —(A/m) x()

La solution est une fonction sinusoidale de la forme :

x(t) = cos (\/% t) ']




Constantes d’integration

La solution d’'une équation differentielle du second ordre comporte
deux constantes d’intégration, et on écrit :

x(t) = cos(\/g t+ )

On peut vérifier que cette solution générale veérifie I'équation
X(t) +% x(t) = 0 quelles que soient les constantes C, et C..

C, est du mouvement et C, est la

Nous allons discuter du sens physiqgue de cette solution et des
constantes C, et C,.

Mais avant cela, on va donner d’autres expressions de la solution
periodique X(t).



Expressions équivalentes

On peut vérifier que la solution de I'equation peut aussi s’ecrire sous
la forme d’un sinus :

. /A
x(t) = sm( —t+ )
On verra plus loin comment passer du cosinus au sinus.

Enfin, on peut egalement vérifier que I'expression suivante verifie
aussi I'equation :

ool ()

On verra a la fin du Chapitre comment etablir les relations entre
les constantes C, a



1.2. Oscillation d'une masse fixée a un ressort

Le systeme est constitue d’'un ressort (de raideur k) auquel est fixée
une masse m qui peut glisser horizontalement sans frottements :

0 X

Iﬂ_’X
X

—

La force appliqguée alamasse mest: ' = —kxu = —kXx

Et 'energie potentielle du systeme est: E, = %kx2

(on a vu que la constante de raideur d'un ressort a la dimension :
(Kl = [E.1/ X1 = [F]/[X] = = )



L’équation du mouvement est : x(t) +% x(t) =0

La solution de cette équation s’écrit : x(t) = C, cos (\/g t+ )

(et la vitesse s’écrit : x(t) = — X sin( L ))

m

m

Les constantes d’integration
dépendent des conditions
Initiales sur le mouvement
qui sont : x(t =0) = x, et
x(t=0) =%,

(NB : sur cette figure, on a représenté : x, > 0 et x, > 0. Mais on
pourrait avoir n'‘importe quelles autres conditions initiales).



On applique les X(t=10) =C;cos (0+ () =X, [1]

conditions initiales : x(t=0) = — \/E sin(0+C,) =%, [2]
m

C’est un systeme de 2 equations a 2 inconnues que I'on peut
réesoudre par exemple, en formant le rapport terme a terme :

2, tan ( )=—X—O = et dans [1] — = %o

o\ k -
= i COS [Arc tan(— %o X )]

Xo?

Situation simple :

Supposons que la masse est
lachée avec une vitesse nulle
depuis la position x, > 0 :




On calcule les constantes d’integration = X,
avec les équations [1] et [2] :

L’équation du mouvement s’écrit alors : x(t) = x, cos (w/k/m t)

(et la vitesse : x(t) = —x,+/k/m sin (\/ k/m t)) \

L’amplitude du mouvement est X, : A X(t)
la position x(t) oscille entre +x, et -x, |

La pulsation du mouvement est :
W = k/m=2nf=%ﬂ (w en )

ou f est la fréquence (en H?2)
et T est la période (en s).

La période s’écrit : T = 2m/m/k




Phase a l'origine : C, :
est simplement liee au choix de l'instant de départ du mouvement.

Avec une vitesse initiale nulle et une position initiale x, > 0, on a

obtenu : x(t) = x, cos (wt + 0)

Si on choisissaitt = 0 lorsque la N

masse passe par la position x = 0,
on aurait : x(t) = x, cos (mt + )

Si on choisissaitt = 0 lorsque la
masse passe par la position x = -x,,
on aurait : x(t) = x, cos (wt + 1)

Le mouvement est identigue, mais
la phase a l'origine est différente.




1.3. Oscillation d’'un pendule

« Dans un précedent Chapitre, on a étudié le mouvement
d’'un pendule de longueur 7/, et on a montre que si I'angle
O(t) est petit, I'équation du mouvement s’écrit :

58
9+€9—0

« C’est la méme équation Mathématique, dont la solution

s’'ecrit : B(t) = C, cos (\/% - )
(et la vitesse angulaire : 8(t) = —C,/g/¢ sin(y/g/¢ t+ C.))

. et C, sont déterminees a partir des conditions initiales.

l

P




Situation simple : supposons que la masse est lachée avec une
vitesse nulle depuis la position —06,< 0 (comme sur le dessin).

On calcule les 0(t=0) = -0,
constantes d’intégration:  [8(t = 0) = 0

L’équation du mouvement est : +0 ]
o(t) = -0, Cos(w/g/é t)\
(et la vitesse angulaire s’ecrit :

B(t) = 8,4/g/¢ sin(y/g/! t)) 0

L'amplitude du mouvement
est 0, : I'angle O(t) oscille
entre —0, et +0,




La pulsation du mouvementest: w =./g/f =2nf= 2?“ (w en )

ou f est la fréquence (en H?)
et T est la période (en s).

Dans ce mouvement, on voit que la période T = 2nt/w = 21/ //g
- est d’'autant plus grande que la longueur ¢ du pendule est grande,
- (est d’autant plus petite que I'accélération de la pesanteur est grande).

Par contre, la période T des oscillations ne dépend pas de la masse m.

Pour mémoire, ce qui precede est valable lorsque I'angle 0 est
petit, c’est a dire quand : sin(B) = 6 (avec 6 exprimé en radians).
Par exemple : sin (0,1 rad) = 0,0998 = 0,1 a 2%o pres.



1.4. Potentiel de Van des Waals

Dans un préecédent Chapitre, on a vu que le fond du puits de potentiel
de Lennard-Jones peut étre approximé par une parabole.

Au fond du puits (pour un déplacement ¢ petit) la force de rappel de

VdW qui s’exerce sur une particule est de la forme : ~ —k &
. | E

En appliquant la RFD, on voit que le A
mouvement de la particule suit
I’équation :

X £(t) + < g(t) = 0 01

m

Et la solution s’écrit :

e(t) = C, cos (\/% t+ ) 11



Conditions initiales : supposons qu’a l'instant initial, la particule
passe par la position € = 0 avec une vitesse ¢ = &,

, . E
On determine les constantes et en 4 P
écrivant ces conditions initiales : . .
“‘éo E LJ ~§-~
e(t=0) = C; cos(0+ ;) = 0 et o T
| 'o’ ‘.‘ |
e(t=0) = - m sin(0 + C,) = & | R g
T n..O T >
y N . m | |
p— _ — N | . [
D’ou et €6 /k l el
_80 80

Finalement la position de la particule est :

e(t) = —éo\/% cos (\/E t + ) (et la vitesse : &(t) = &, sin( % t + ))



, . . k
La représentation du mouvement : e(t) = —80\/% COS (\/; t+ )
est donnée ci-dessous :

L'amplitude du mouvement est : ¢, = éo\/% (on retrouvera cette

expression avec les énergies). (0
A

La position oscille entre +¢_ et —¢, e 1

La pulsation du mouvement est : /

o=k/m=2nf=" (wen ) o L

ou f est la fréequence (en H?2)
et T est la période (en s).




1.5. Energies d'un mouvement harmonique

* Les raisonnements qui suivent s’appliqguent aux mouvements d’'une
particule dans un potentiel parabolique, mais il sont applicables a

tous les mouvements harmoniques. -
pLJ

« Amplitude du mouvement : on a obtenu , :
'expression g, = £,4/m/k par le calcul. S | pLymax &
On va retrouver cette expression en

ecrivant la conservation de I'énergie : ; L
, . : I 0 :
« At=0, I'énergie du systeme est : | s
E
— — . — i o—>—o—>
Etot EpL] (t O) + Ecm (t O)

) _éo / /80
SOlt EtOt — O + E méz

0 t=0 Position extréme



En arrivant a la position ¢, (la plus éloignée de I'équilibre), la
vitesse de la particule s’annule et I'energie est : Eqot = Ejpjmax + 0

Soit: Eit = %k e2 + 0 (énergie
potentielle quadratique).

En égalant ces énergies, on a :
1 -2 1 2 - 1 m
Emso—zkso soit : |e,| = |&,] k

Dans notre exemple,at=0o0na:
el =&, >0et|e,| =¢, >0, eton
retrouve 'amplitude du mouvement

oscillatoire : £, = £¢,4/m/K

E,;
- N\
ﬂ‘ ~§
o" E :~
- pLJ max ¢
" T - - - -~ o
. J
% S
. -
| "o Q‘Q |
o o
| ‘e, R4 |
¢ 0
I ':," ““‘ I €
¥ 1}
E Spp.Rogut T >
| 0 |
I . |
I 80 I
| | E

T

=0 Position extréme



« EXpression des énergies : plus généralement, on peut écrire les
énergies de la particule en fonction du temps :

2
Ecin=§mgz=%m[éosin<f )]
2
1 k
Epot _E = = k[—so\/7 cos(\/; )]

 Enformant alors E,, = E;, + E,, On obtient :

NN

) 1 .
e Soit: E;.. == m &2 = constante.
tot 2 0)

5




La représentation graphique
superposée du mouvement et
des énergies est la suivante :

L’énergie cinetique est
maximale lorsque la particule
passe par la position € = 0

L'énergie potentielle est
maximale lorsque la particule
passe par l'une des positions
extrémes : € = +¢,

L'énergie totale est constante.




1.6. Expressions d’'un mouvement sinusoidal

 Pour un mouvement harmonique : X(t) + w*x(t) = 0, on a vu que la
solution s’écrit : x(t) = C, cos(wt+ C,)

« Passage du cosinus au sinus : a partir
du cercle trigonométrique, on voit que
pour tout angle « :

n (o +3)
= SIn| o —
2
* L’expression ci-dessus peut donc s’ecrire :
x(t) = C, cos(wt+ C,) = C, sin (u)t + )

* Le passage du cosinus au sinus revient a
un changement de la phase a l'origine.



Expression sous forme de somme : dans un Chapitre préecédent, on
a demontré la relation : cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)

Cette relation nous permet de transformer I'expression :
x(t) = C, cos(wt+ C,) en une somme de 2 termes. On écrit :

x(t) = C, [cos(wt) cos(C-,) — sin(wt) sin(C,)]
On peut alors définir deux variables : C- = C, cos(C,) et C, = C; sin(C,)
et écrire : x(t) = C- cos(wt) — C, sin(wt)
Les variables : C- et C, verifient :

= tg(C,) et C.2+C.*=C," (ou: =\/ 24+ (%)
On peut donc transformer une fonction cosinus en une somme d'un
sinus et d’'un cosinus.




Conclusion

* Dans ce Chapitre, ona vu :
— L'expression generale d'un potentiel harmonique
— Et on a résolu I'équation du mouvement

* On a appligué cette equation a quelques systemes connus
— Masse fixée a un ressort
— Pendule oscillant
— Particule dans un potentiel de Lennard-Jones

« Et enfin, on a présenté differentes solutions des
— Equations des mouvements oscillants



Conclusion du Cours de Physique 1 - Mécanigue

* Nous avons etudié la Mécanique du point mateériel et présenté
les concepts de :

— Systeme, repere, trajectoire

— Position, vitesse, acceleration

— Forces conservatives et non conservatives
— Energie et puissance

— Mouvement harmonique

* Dans le Cours de Physique 2, vous aborderez I'électricite et
I'optique
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